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Кто хотя бы раз видел фракталы – удивительно красивые и таинственные геометрические объекты, тот надолго заинтересовался этим научным явлением. Фрактальные рисунки – невероятное сочетание искусства, математики и информатики. Такими представляются фракталы, которые строят современные компьютеры (рис.1).

До недавнего времени геометрические модели природных объектов изображались с помощью комбинаций простых фигур: квадратов, прямых, треугольников, окружностей, многогранников. Но с помощью набора этих известных фигур трудно описать более сложные природные объекты: пористые материалы, формы облаков, кроны деревьев, снежинки, др. В этих объектах почти нет привычных нам геометрических форм. Как же тогда их можно изобразить?

Все вышеперечисленные примеры объединяет одно – они обладают фрактальной структурой. То есть, большая фигура разбивается на некое количество маленьких фигур, каждая из которых подобна всей фигуре целиком, но отличается от нее по линейным размерам.

Отличным примером для объяснения является обыкновенное дерево. Если мы возьмем отдельную ветку, то увидим, что она выглядит точно как целое дерево, потому что на ней так же расположены маленькие веточки, которые, в свою очередь, повторяют эту же структуру.
То же и в снежинках, морских побережьях, кровеносной системе человека и даже в обыкновенной капусте – каждая маленькая часть выглядит как большое целое. Такие фигуры и объекты назвали фракталами.
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Итак, фрактал — геометрическая фигура, обладающая свойством бесконечного самоподобия, то есть составленная из нескольких частей, каждая из которых подобна всей фигуре целиком (рис.2). 
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Эта тема актуальна, в том числе и в настоящее время, так как компьютерные технологии не перестают развиваться, а вместе с этим раскрываются новые возможности и способы получения, изображения, исследования фракталов.

Например, в программировании фракталы можно построить при помощи рекуррентных функций – функций, вызывающих самих себя, но в уменьшенном масштабе на заданном участке программы.

Такие функции определенно влияют на плотность фрактальной структуры, а значит и на размерность полученного фрактала.

Итак, целью моего исследования является установление зависимости размерности фрактальной структуры от особенностей функций, используемых для построения фрактала. Для этого мне необходимо, во-первых, дать четкое и доступное объяснение фракталов и их особенностей, в т.ч. размерности; во-вторых, обозначить функции, с помощью которых непосредственно получен фрактал; в-третьих, выявить метод, который позволил бы быстро оценить размерность по определенному принципу.
Глава 1. Теоретическая основа.
1.1 Определение фрактала. Примеры.
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Фрактал – геометрическая фигура, обладающая свойством бесконечного самоподобия, то есть составленная из нескольких частей, каждая из которых подобна всей фигуре целиком.

Рассмотрим один из самых простых примеров геометрических фракталов – кривую Коха (рис.3).

Она была описана в 1904 году шведским математиком Хельге фон Кохом. 
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Процесс её построения выглядит следующим образом: берём единичный отрезок, разделяем на три равные части и заменяем средний интервал равносторонним треугольником без этого сегмента. В результате образуется ломаная, состоящая из четырех звеньев длины 1/3. На следующем шаге повторяем операцию для каждого из четырёх получившихся звеньев и т. д… Предельная кривая и есть кривая Коха.
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В качестве еще одного примера можно привести треугольник Серпинского (рис.4). 

Середины сторон равностороннего треугольника соединяются отрезками. Получаются 4 новых треугольника. Из исходного треугольника удаляется внутренность срединного треугольника. Получается множество, состоящее из 3 оставшихся треугольников «первого вида». Поступая точно так же с каждым из треугольников первого этапа, получим множество, состоящее из 9 равносторонних треугольников второго этапа. Продолжая этот процесс бесконечно, получим бесконечную последовательность, пересечение членов которой есть треугольник Серпинского.
1.2. Классификация фракталов.
Существует три типа фракталов:

•
Геометрические


•
Стохастические

•
Алгебраические

Геометрические фракталы – самые наглядные. Их структура проста и понятна. Они были рассмотрены в предыдущем параграфе 1.1 «Определение фрактала. Примеры» (кривая Коха, треугольник Серпинского и др.).

Стохастические фракталы – это фракталы, при построении которых случайным образом изменяются какие-либо параметры. Такие фракталы чаще всего встречаются в живой природе – это снежинки, облака, деревья, кораллы, береговые линии и др.

[image: image9.png]


Алгебраические фракталы - самая крупная группа фракталов. Они оправдывают своё название, так как строятся на основе алгебраических формул, иногда довольно простых. Примером является множество Мандельброта (рис. 5).
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1.3 Основные признаки фракталов.
I. Самоподобие

Главным признаком фрактала является его бесконечное самоподобие – каждый фрагмент фрактала выглядит как вся структура целиком. Важно заметить, что такое «повторение структуры»  будет при любом масштабе.
II. Непримитивная структура

Следующим свойством фрактала является то, что он обладает нетривиальной структурой во всех масштабах. В этом отличие от обычных геометрических фигур (таких как окружность, эллипс, квадрат) – если мы рассмотрим небольшой фрагмент такой фигуры в очень крупном масштабе, то он будет похож на фрагмент прямой. Для фрактала же увеличение масштаба не ведёт к упрощению структуры, то есть на любом участке мы увидим одинаково сложную картину.
III. Дробная размерность
Еще одним признаком фрактала является дробная размерность. Для того, чтобы разобраться с этим понятием, необходимо начать с простого:

Все мы знаем, что складывать между собой величины, измеренные в разных единицах нельзя. Хотя не все понимают, почему. Возьмем, к примеру, длину, площадь и объем. Эти величины измеряются в метрах. Разница между ними лишь в том, что длина измеряется в линейных метрах, площадь – в квадратных, а объем в кубических. Так почему же их нельзя складывать?

Это хорошо видно, при переходе от метров к сантиметрам:

1 м = 100 см

1 м2 = 1 м* 1 м = 100 см* 100 см = 1002 см2 

1 м3 = 1 м* 1 м* 1 м = 100 см* 100 см* 100 см = 1003 см3 

Таким образом, при сложении этих величин будет неясно, в чем измеряется результат. Но, не обязательно изменять величины именно в 100 раз. Если мы изменим длину в 3 раза, то площадь изменится в 32 = 3*3 = 9, а объем в 33 = 3*3*3 = 27 раз. То есть мы можем «разобрать» отрезок на 31 отрезков, площадь на 32 квадратов, объем на 33 кубиков и получившиеся фигуры будут в 3 раза меньше исходных по линейным размерам. То есть, мы «разбираем» фигуру на набор равных между собой по размеру меньших фигурок, подобных большой фигуре. Степень, в которую возводится изменение линейного масштаба, называется размерностью. Следовательно, мы можем сделать вывод, что отрезок – одномерен, квадрат – двумерен, а куб – трехмерен. 

Вернувшись к фракталам, мы можем заключить, что их размерность не является целой, то есть большая фигура разбирается на n одинаковых фигурок поменьше, каждая их которых подобна исходной и отличается от неё по линейным размерам в k раз, причём n = kd, где число d не является целым.
  

Например, следующую фигуру мы можем «разобрать» на 8 подобных, каждая из которых меньше по линейным размерам в 3 раза (рис. 6). То есть, 8=3d. Эта фигура называется «салфетка Серпинского».
Такое число d и есть размерность данной фигуры. В нашем примере d ~ 1,9.
Таким образом, размерность геометрического фрактала можно вычислить по формуле: d = log n m, где d – размерность, n – изменение линейного масштаба, m –количество фигур, находящихся внутри основной.
1.4 Способы построения. Рекуррентные функции.
В программировании существует такое понятие, как рекуррентная функция. 
Рекуррентная функция – это функция, вызывающая себя из неё же самой, непосредственно или через другие функции, например, функция A вызывает функцию B, а функция B — функцию A. Рекуррентная функция позволяет описать повторяющееся или даже потенциально бесконечное вычисление, причём без явных повторений частей программы и использования циклов.
Так как основным признаком фрактала является его бесконечное самоподобие, использование таких рекуррентных функций позволяет легко построить фракталы в различных языках программирования.

Глава 2. Практическая часть.
2.1 Построение фракталов в языке программирования Processing.
Одной из задач моего исследования было написание программы, «рисующей» фракталы. Processing - такой язык программирования, который позволяет легко выполнить поставленную задачу. 
В данной работе продемонстрированы две программы, результатом действия которых является построение фракталов.
· Треугольник Серпинского

Первым примером является довольно простой фрактал – треугольник Серпинского. 
Суть его построения заключается в том, что мы создаем функцию, которая называется рекуррентной (см. п. 1.4).
В этой функции вводим три переменные– x, y, a, которые обозначают координаты вершины основного треугольника.
Внутри этой функции мы вводим новые переменные x1, …, x6 и y1, …, y6.

Далее каждая из этих переменных становится вершиной новых треугольников, подобных основному, но меньше по линейным размерам. 
Так как в дальнейшем мы будем уменьшать a – «высоту» треугольника, – необходимо создать условие a>0. И уже в этом условии мы вызываем нашу функцию внутри себя, с получившимися переменными и a/2.
На рисунке 7 представлен получившийся в результате треугольник Серпинского.
· Второй пример фрактала, построенного в Processing-е.
Его построение очень похоже на построение предыдущего фрактала – сначала пишем рекуррентную функцию, где задаем 4 переменные: x, y, a, n.

Внутри программы рисуем круги, а затем задаем условие a>1, так как нам необходимо сделать так, чтобы программа не была перегружена бесконечным делением. Затем, уже внутри условия, вызываем функцию с переменными.

Результатом этой программы является изображение фрактала (рис.8).
2.2 Зависимость размерности фракталов от особенностей функции.
В своем исследовании я столкнулась с некоторой проблемой – те фракталы, которые были построены в Processing-е, разделились на две группы:
1) Фракталы, при построении которых мы как бы «вырезаем некоторую их часть» и в образовавшиеся фигуры включаем подобные, но уменьшенные копии. То есть у нас получаются «разрезанные» фигуры, с обычной дробной размерностью.
Таким фракталом является, например, треугольник Серпинского (рис. 5).
Размерность данных фракталов вычисляется довольно просто – точно по формуле, выведенной в Главе 1:
d = log n m, где d – размерность, n – изменение линейного масштаба, m – то, сколько фигур находится внутри основной. 
То есть, размерность треугольника Серпинского равна log 2 3, значит d ~ 1,58496.
2) Другая группа – фракталы, в структуре которых присутствуют не только «разрезанные части», но и простые геометрические фигуры, которые мы должны также учитывать при вычислении размерности (рис.10). Основная проблема таких фракталов заключается в том, что их части обладают как дробной размерностью, так и обычной, целой (двумерные фигуры).

Итак, разберемся в построении фрактала, изображенного на рис.10. 

Как видно, каждая его часть (обозначим ее буквой a) состоит из цельного круга S и такой же a, но в меньшем масштабе (рис.11).
То есть, вся фигура целиком состоит из 6*а+S. Пусть, умножив a на некоторый коэффициент k, мы получим площадь этой фигуры: a*k=6*а+S.
Возвращаясь к площади фигуры, - каждая ее часть a является бесконечно убывающей геометрической прогрессией:

a = S/n2 + 6 * (S/n4) + 62 * (S/n8) + …
(n – во сколько раз изменяется линейный масштаб, S – площадь фигуры).
Сумма бесконечно убывающей геометрической прогрессии = b1 / (1-q).
В нашей сумме b1 (первый член прогрессии) = S/n2, q (знаменатель) = 6/n2, следовательно, сумма = S / (n2 – 6).
Подставим полученный результат в формулу вместо a:

k * ( S / (n2 – 6) ) = 6 * (S / (n2 – 6) ) + S.

Отсюда находим k = n2.
Таким образом, можно сделать вывод, что размерность фрактала зависит от того, какие фигуры она содержит внутри себя. В том случае, если структура фрактала полностью «изрезана» и включает части только с дробной размерностью, тогда общая размерность данного фрактала вычисляется по формуле d = log n m (где d – размерность, n –масштаб уменьшения, m –количество вызовов рекуррентной функции). А если фрактал содержит и дробно размерные, и обычные геометрические фигуры (двумерные), тогда необходимо проводить специальные вычисления и измерения для того, чтобы вычислить общую размерность фрактала.
Заключение

Таким образом, в ходе исследовательской работы была достигнута главная цель – определение зависимости фрактала и нахождение метода, позволяющего оценить размерность, зная масштаб уменьшения и количество вызовов рекуррентной функции. Для этого были достигнуты следующие задачи:

1. В теоретической части дипломной работы были изучены и разобраны следующие понятия: 
· фрактал (геометрическая фигура, обладающая свойством бесконечного самоподобия)
· особенности и основные признаки фрактала (самоподобие, нетривиальная структура и дробная размерность)
·  классификация (фракталы бывают геометрические, алгебраические и стохастические), примеры

· также один из способов его построения в программировании –рекуррентная функция

Данные понятия помогли в дальнейшем разработать две программы, строящие фракталы в языке программирования Processing.
2. В практической части диплома были непосредственно написаны две программы, результатом действия которых является построение фракталов, и также была вычислена их размерность, при помощи формул, выведенных в теоретической части работы. 
Затем был сделан вывод о том, что фракталы, построенные в течение исследования, можно разделить на две группы:

· Фракталы, размерность которых можно легко вычислить, используя известную формулу (d = log n m, где d – размерность, n – изменение линейного масштаба, m –количество фигур, находящихся внутри основной), так как эти фракталы содержат в себе только «изрезанные», бесконечно самоподобные фигуры внутри себя, иначе говоря, обладают фрактальной структурой на всех участках. 
· Другая группа фракталов отличается тем, что внутри такой фигуры сочетаются и дробно размерные фигурки, и обычные, двумерные. То есть, общую размерность такого фрактала нельзя просто вычислить по формуле. А, следовательно, необходимо проводить отдельные вычисления и измерения, для того, чтобы высчитать размерность целой фигуры.
СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Дьюдни А.К. Получение изображений самых сложных математических объектов с помощью компьютера-микроскопа. М.:Мир, 1985, С. 80-87

2. Мандельброт Б. Фракталы и турбулентность: аттракторы и разброс. Перевод Я.Б.Песина.

3. Официальный сайт языка программирования Processing // http://processing.org/

4. Размер и размерность // http://ru.wikibooks.org/wiki
5. Getting Started with Processing. Casey Reas and Ben Fry. Published June 2010, O'Reilly Media. 208 pages. Paperback.
ПРИЛОЖЕНИЯ
· Приложение 1. Текст программы. Треугольник Серпинского.
void setup () {

size (600,600);

}

void draw () {

background (255,255,255);

tr (300,300,100); 

}

void tr ( int x, int y, int a ) {

  int x1=x-round(a*cos(PI*30/180));

  int y1=y-round(a*sin(PI*30/180));

  int x2=x-round(a*cos(PI*150/180));

  int y2=y-round(a*sin(PI*150/180));

  int x3=x-round(a*cos(PI*270/180));

  int y3=y-round(a*sin(PI*270/180));

    line (x1,y1,x2,y2);

    line (x2,y2,x3,y3);

    line (x3,y3,x1,y1);

int x4=x+round(a*cos(PI*30/180));

int y4=y+round(a*sin(PI*30/180));

int x5=x+round(a*cos(PI*150/180));

int y5=y+round(a*sin(PI*150/180));

int x6=x+round(a*cos(PI*270/180));

int y6=y+round(a*sin(PI*270/180));

if (a>0) {

tr (x4,y4,a/2);

tr (x5,y5,a/2);

tr (x6,y6,a/2); 

  }

}
· Приложение 2. Текст программы. Фрактал №2.
void setup () {

size (600,600);

}

void draw () {

ellipse (width/2, height/2, 100, 100);

fr (width/2, height/2, 200, 3);

}

void fr ( int x, int y, int a, int n) {

  ellipse (x+a, y, a/n, a/n);

  ellipse (x-a, y, a/n, a/n);

  ellipse (x, y+a, a/n, a/n);

  ellipse (x, y-a, a/n, a/n);

  if (a>1) {

  fr (x+a,y,a/n,n);

  fr (x-a,y,a/n,n);

  fr (x,y+a,a/n,n);

  fr (x,y-a,a/n,n);

}

}

Рисунок � SEQ Рисунок \* ARABIC �1�. Фрактал.





Рисунок � SEQ Рисунок \* ARABIC �2�. Дерево Пифагора.





Рисунок 3. Кривая Коха.





Рисунок 4. Построение треугольника Серпинского.





Рисунок 5. Множество Мандельброта.





Рисунок 6. Салфетка Серпинского.





Рисунок 7. Треугольник Серпинского.





Рисунок 8. Второй пример (упрощённая структура).





Рисунок 9. Структура треугольника Серпинского.





Рисунок 10. 





Рисунок 11.
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